PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA - LA MANCHA

JULIO — 2020

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATEREcicios, Si resuelve mas, se
corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicleben redactarse con claridad, de-
talladamente y razonando las respuestas. Se ptliraricualquier tipo de calcula-
dora.

1°) a) Determina los valores reales del parametiqoara los que no tiene inversa la

1 a+1 1 1

. 10 2 1 a
matriz4A = a 0 1 0/

a 0 2 0

b) Calcula razonadamente todos los posibles val@esydz para que el producto de

. _(x 1 (3 1
las matricet = (y Z) yD = (1 _1) conmute.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinantistgto de cero.
1 a+1 1 1 1 a+1 1 1
_l{o 2 1 a _ 0 2—a?—a 1—a Of_
|A| ~ la 0 1 0 = {FZ = F2 aFl} = a 0 1 0 =
a 0 2 0 a 0 2 0
0 2—a*—a 1—a a1
=—1-|q 0 1 |=(?+a-2)-] 2|_
a 0 2

=@ +a—-2)-Qa—-a)=a-(a*+a—-2)=0; a,=0; a’+a—-2=0;

q = -1+/1+8 _ -1+/9  -143

>a, =—-2,a, = 1.
2 2 2 2 » 3

La matriz A es invertible Va € R — {—2,0,1}.




b)

_(x 1 3 1\ _ (3x+1 x-1
C'D_(y Z>'(1 —1)_(3y+z y—Z)'

_(3 1 x 1\ (3x+y 3+z
D'C_(l —1) (y Z>_(x—y 1—2)'

_ 3x+1 x—1\ (3x+y 3+z _
C-D—D-C:(gy_l_z y_Z)_(x_y syt

(3x+1 x—1

3+z

1—2z

):

(3x+1 3+2z
1—2z

x—1

)=

x—1=3+2z.

Haciendaz = 1: x = 4 + A.

Solucion:x =4+ A, y=1,z=A1VAER.
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ax—ay—z=a

2° a) Discute el sistema de ecuaciones linealesix — ay = a; en funcion del pa-
ax +2y—z=1
rametroa € R.

b) Resuelve razonadamente el sistema anteriorgpara, si es posible.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:
a —a -1 a —a -1 a
M=<a —a 0 |yM'={a —a 0 al.
a 2 -1 a 2 -1 1
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:
a —a -1
IM|=|la —a 0|=a?*—-2a-a*—a*=-2a—a*=-a(2+a)=0>
a 2 -1
=>a1=0,a2=—2.
a+ —2 _ P 0k
Para{aio}:oRangM—RangM =3 =n2%incog.=> S.C.D.
-2 2 -1 =2
Paraa=-2=>M=(-2 2 0 =2|=2RangM ={C,,(5,C}=>
-2 2 -1 1
2 -1 -2
=2 0 -2(=44+4-4+2=6+#0= RangM' =3.
2 -1 1
Paraa = -2 = Rang M = 2,Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
0 0 -1 0
Paraa=0=>M"=(0 0 0 O0])=RangM' =2.
0 2 -1 1
Paraa=0= Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.
b)

2x —2y—z=2
Paraa = 2 el sistemaresulta 2x — 2y = 2}, gue es compatible determinado
2x+2y—z=1
y equivalente al sistema:



2x —2y—z=2
x —y = 1;, Resolviendo por la regla de Cramer:
2x+2y—z=1

2 -2 -1 2 2 -1
1 -1 0 11 0
x = 1 2 -1 — 2—2—-1-2 — E y — 2 1 -1 — —2—14242 — _l
2 -2 -1 2-2-2-2 4 —4 -4 4
1 -1 0
2 2 -1
-2 2
-1 1
2 1l _ —2+4—4+4-4+42 0
-8 -8 '
Solucion: x = 3 1
olucion: x = Z,y = _Z’Z =
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( = six<2
xX—2
3°) Dada la funciérf (x) = < cos (mx) si 2 < x < 3:

L2 i x> 3

a) Determina razonadamente los puntos en los quatadn es continua, calcula los
puntos en los que es discontinua y clasifica el dip discontinuidad, si los hubiera.

x-e™*

b) Calcula razonadamente el siguiente Ilrri —
-0 14+2x—cos (x)?’

a)
La funcidnf (x) es continua en R, excepto para 2 y x = 3, cuya continuidad
es dudosa y se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

lim f(x) = 11m—=i—i:—oo

Parax =2 = {*2%" Txm2 22 07
llm flx) = llm cos (mx) =cos 2m) =1 = f(2)

= lim f(x) # lim f(x) = f(2).

f(x) tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito para x = 2.

lim_ flx) = lim cos (mx) =cos (3m) = -1 = f(3)
Parax =3 = L(x—2) =

lim f(x) = lim =—-1 (%)

x—3t x—»3 3—Xx

> lim f() = lim f(0) = £(3).

(*) lim L(:_‘xz’ == =25 Ind.> {L'Hopital} = lim Eolog

La funcién f(x) es continua para x = 3.

b)
. x-e™* 0-e7° 0-1 0 .
lim = = = - = Ind.= {L'Hopital} =
x—0 1+2x—cos (x)2 1+0—cos 0 1-1 0
. leT¥-x:(-1)e™* : e *+x-e™* . e ¥(1+x e %.(1+0
= lim b)) = lim —————— = lim ( ) ( )

x—=0 0+2—2x-[—-sen (x)2] x—0 2+2x-sen (x)?2 x>0 2-(1+senx2)  2-(1+sen0)

1-1 . x-e™*
= = llm _—
2-(1+0) x—=0 1+2x—cos (x)2

1
2
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x%-2x+1,
x2+1

4°) Sea la funcioyi(x) =

a) Halla razonadamente las coordenadas de los exdregtadivos de la funciofi(x)
y clasificalos.

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente y lac@nale la recta normal a la grafica
de la funcionf (x) en el punto de abscisa= 0.

a)
f’(x) _ (x-2)-(x?+1)-(x%-2x+1)-2x _ 2x3+42x—2x2-2-2x3+4x?-2x _ 2x?-2
N (x2+1)2 n (x2+1)2 T(x2+1)2
_2(x%-1)
T (x241)?°

F) =022 0 22— 1)=0; x2—1=02x, = -1,x, =1
- 212 - - 1= b2 =

/" 4x-(x%+1)%-2(x%-1)-[2-(x?+1)-2x]  4x-(x?+1)-8x-(x*>-1)  4x3+4x—-8x3+8x
f) = = = =

(x2+1)* N (x2+1)3 N (x2+1)3
_12x-4x®  4x(3-x?)
C(2+1)3 T (x2+1)3
me_ 4y - 4CEDB-(-D* _ -4G-1) _ -8 _ . _
f'"(—1) = o S e T 1< 0= Max.parax = —1.
_(12-2(-D+1 14241 . Al
f(—1) = ot S i s 2 = Max.relativo: A(—1, 2).

" 41-(3-1%) 4-(3-1) 8 P
) = R 1> 0= Min.parax = 1.

12-2-141 _ 1-241 _ 0 . .
f@) = T T 11 —5—0=>M1n.relatwo.B(1,0).

b)
La pendiente de la recta tangente a una funci@mgrnto es igual que el valor
de la primera derivada de la funcién en ese punto.

, 2(0%2-1) -2
m = f'(0) = (02+1)2 -1 —2.

2_9.
El punto de tangencia es el siguierfted) = X2l 1> T(0,1).

0241

La férmula de la recta punto-pendienteyesy, = m - (x — x,), que aplicada
al caso presente es:



y—1=-2-(x—0)=-2x = Rectatangente:t =2x+y—1=0.

La pendiente de la recta normal es inversa yglesiontrario que la pendiente

1 1 1
de latangenten’ = —— = —— ==,
m -2 2

y—1=%-(x—0); 2y —2 =x = Rectanormal:n=x—-2y+2=0.
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3x—2
x2-2x+1

-dx.

5° a) Calcula razonadamente la siguiente intedral: [

b) Calcula, justificadamente, el area acotada dehteedmitado por la grafica de la
funciéng(x) = —x3 + 2x2 + 3x y el eje de abscisas.

a)
x—1=t
_ 3x-2 _ [ 3x-2 3x —3 =23t 3t+1
I_fx2—2x+1 dx_f(x—l)2 dx = 3x —2=3t+1 =>J
dx =dt

dt =

(L) .dees. P S
_f(?+t—2)-dt—3-f;-dt+ft dt = 3Lt +—+C =3Lt —=+C.

Deshaciendo el cambio de variable:

I=[22 . dx=3Lx—1]—-—+C.
x—1

x2-2x+1

b)
Los puntos de corte con el eje X de la fungjgm) = —x3 + 2x? + 3x son los
siguientes:

gx)=0=>—x3+2x*+3x=0; —x(x* —=2x—3)=0; x; =0.

x?—-2x—-3=0; x=

zivﬁ:&m:zﬂ:lizﬁxz:_l"@:3'

2 2
Los puntos de corte sar(—1,0),0(0,0) y B(3,0).

Teniendo en cuenta qy€1) = -1+ 2+ 3 =4y quel € (3,0), la represen-
tacion grafica, aproximada, de la funcion gs VA o .
la que se indica en la figura adjunta. i g(x) =x” +2x° + 3x

4

De la observacion de la figura se d
duce la superficie a calcular, que es la s
guiente:

S = fO_lg(x) ~dx + fogg(x) cdx =

= [G]g" + [6]5 =

=G(-1)—-G6(0)+G3)—6(0) =

=G(-1)+G63)—2-G(0). (¥



Teniendo en cuenta el valor Géx), que es el siguiente:

2

= [(=x3 + 2x2 dx = -S4
G(x) = [(—x®+2x*+3x) - dx = Tttt
—1)4 .(—1)3 (=1)2
G(—1)=—(1) _|_2(1) _|_3(1) =_1_3+§_
4 3 2 4 3 2
34 2.3%3  3.32 81 27
¢G3)=——>+—+—=——+18+—. G(0) =0.
4 3 2 4 2

Teniendo en cuenta lo anterior, y sustituyend@)ema superficie pedida es:

1
4

S=6(-1D+63)-2-6(0) = (-1 -2+3)+(-Z+18+2)-2.0=

198-123-4 71

=18-=-242=-18-=-2415=33 -2 222287 7
3 2 2 3 2 3

4 6 6

71

S == u? = 11,83 u?.
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x=—-1+A-pu
6°) Dados los planas, =2x+y+z—-2=0ymn, =jy=—-1+4u

z=—-2+4+2A
a) Calcula razonadamente el angulo que forman.

b) Halla razonadamente el volumen del tetraedro fdovgor el punta®(3,-3,2) y
los puntos de corte del plang con los ejes coordenados.

a)
Un vector normal del plano, esn; = (2,1,1).

Dos vectores directores de sonu = (1,—1,2) y v = (—1,1,0).

Un vector normal del planm, es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de dos de sus vectores toires:

I A B
n,=|1 -1 2[=-2j+k—-k—-2i=-2i—-2j>7n,=(1,1,0).
-1 1 0

El angulo que forman dos planos es el mismo guedo sus dos vectores nor-
males.

Por la definicion de producto escalar de dos vestasiendax el angulo que
forman:
nyn; (2,1,1)-(1,1,0) _
Ml sl V2212412V 12412402

ny-n, = |ng| - |n;| - cosa= cosa =

. 24140 3 3
C Vati+1+/1+140 V62 V12

= 0,8660 = a = arc cos 0,8660 = 30°.

b)
Los ejes coordenados determinan las siguientéssrec
; _(y=0 L. _(x=0 . _ {x =0
Eje X = s _{z=0' E]eY=>sz_{Z:0. EjeZ = s; = y =0

Los puntos de corte del plang = 2x + y + z — 2 = 0 con los ejes de coorde-
nadas son los puntos de corte del plano con léssraateriores:

m=2x+y+z—2=0
Corte con el eje X: < _{y=0}=>x= 1= A(1,0,0).
1:
z=0

m=2x+y+z—2=0
Corte con el eje Y: S _{x= 0¢=y=2=B(0,2,0).
2=
z=0



m=2x+y+z—2=0
Corte con el eje Z: < _{x=0}=>z=2=>€(0,0,2).
3= —
y=0

Los vectores que determinan el tetraedro sondosentes:
AB = [B— A] = [(0,2,0) — (1,0,0)] = (—1,2,0).

AC =[C - A1 =1[(0,0,2) — (1,0,0)] = (=1,0,2).

>

AP =[P -A]=[(3,-3,2) — (1,0,0)] = (2,-3,2).

El volumen del tetraedro que determinan tres vestes el siguiente:

-1 2 0
Vasce =5 [AB,ACAP| =311 0 2{=Z-B-6+H =1
2 -3 2

VABCP =1 u3.
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x==-14+u
7°) Dados el plang ={y =1+ A1+ au ylarectas E{
z=1+4+21—yu

x—2y=1-b,
z=-3 '

a) Calcula razonadamente el valor de los parametno$ para que la recta esté
contenida en el plano.

b) Sia = 0y b = 3, calcula razonadamente la ecuacion en forma intglie la recta
r que pasa por el puni(1, -1, —8) es paralela al plano y perpendicular a la recta
S.

a)
Un punto y dos vectores directores del plargon los siguientest(—1,1, 1),
u=1(00,1,2)yv=(~1,a-1).

x+1 y—1 z-1
La expresion general del planes:t = | 0 1 2 [=0;
1 a -1

—(x+1D)+2(y—-1)—(z—-1)—2a(x+1) =0;
—x—1+4+2y—-2—-z+1—-2ax—2a=0=>n=QLa+1x—-2y+z+2=0.

La rectas y el planor determinan el sistema: z=-3

x—2y:1—b}
Ra+1x—-2y+z=-2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sest®n las siguientes:

1 -2 0 1 -2 0 1-»b
M=< 0 0 1>yM’=< 0 0 1 —3).
2a+1 -2 1 2a+1 -2 1 =2

Segun sean los rangosMey M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.
3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

Para qu&kang M = 2 tiene que segM| = 0:

1 -2 0
M| =0= 0 0 1/=0;-2QR2a+1)+2=0;, —(2a+1)+1=0;
2a+1 -2 1

—2a—1+1=0=>RangM =2=a=0.



1 -2 0 1-5b
Paraa=0=>M’=<0 0 1 —3>=>RangM=2:
1 -2 1 =2

1 -2 0 1-5»b 1 -2 0 1-5»b
0 0 1 -3 ﬁ{F3—>F3—F1}$ 0 0 1 -3 =

1 -2 1 =2 0 0 1 b-3

1 -2 0 1-b
={F3—>F3—F2}=><0 0 1 —3>:>b=0.
0O 0 O b

La recta s esta continida en el plano m paraa = b = 0.

b)
x=—1+u _
Paraa=0yb=3e3nz{y=1+/1 ysz{x:zy__z.
z=1+4+21—ypu z=-3

Dos vectores directores desonu = (0,1,2) y v = (1,0, —1).

Un vector normal del plano es cualquiera que sea linealmente dependiente del

producto vectorial de dos de sus vectores diregtore

i j ok
n=l0 1 2|=—-i+2j—-k=n=(1,-2,1).
1 0 -1
x=-2+421
La expresion de por unas ecuaciones parametricas E${ y=41
z=-3

Un vector director de esv, = (2,1, 0).

El vector director de tiene que ser perpendicular a los vectargs,, por lo
cual, tiene que ser linealmente dependiente deaslugto vectorial:

ik
w=nixvi=|1 -2 1|=2j+k+4k—i=v =(=1,2,5).
2 1 0
x=1—u
rE{y=—1+2,u =>rEx__11=y;1=Z;8;rE{éx_éi_y_é.
z=-8+5u X—o=7z~
:{2x+y—1=0
~ UBx+z43=0
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89 a) En un servicio de emergencias el 60 % de los ase se reciben se clasifican
con el codigo amarillo, el 30 % con el naranja L@I% con el rojo. Se sabe que el
porcentaje de avisos recibidos que son falsas atae® 3 % en el caso de cdédigo ama-
rillo, 2 % en el naranjay 1 % en el rojo. Si salve un aviso:

a,) ¢ Qué probabilidad hay de que se trate de unadklsaa?

a,) Si se sabe que el aviso recibido no ha sido &fana, ¢ qué probabilidad
hay de que haya sido un aviso c6digo rojo o naPanja

b) Si en una centralita se reciben 9 avisos:
b,) ¢ Qué probabilidad hay de que la centralita reibanenos avisos naranjas?

b,) ¢ Qué probabilidad hay de que todos los avisosa®arillos o naranjas?

,6-0,97 = 0,582

,3-0,02 =0,006

,3-0,98 = 0,294

,1-0,01=0,001

,1-0,99 = 0,099

a,) ¢ Qué probabilidad hay de que se trate de unadklsaa?
P=P(F)=P(ANF)+P(NNF)+P(RNF) =
= P(4)-P(F/A) + P(N) - P(F/N) + P(R) - P(F/R) =
=0,6-0,03+03-002+0,1-0,01=0,018+0,06+ 0,001 = 0,025.

-1 — =\ _ 4 _PnF) .  P@APF/A) _ . 06097 _
@) P=1-P(4/F)=1 P(F) 1-P(F) 1-0,025
0,582
0,975

=1

=1-0,5969 = 0,4031.

b)
Se trata de una distribucion binomial de las sigi@is caracteristicas:

n=9, p=03, gq=1-03=0,7.



b)) P =P(0)+P(1)+P(2)=

=(0)-03°07°+(])-03"- 072+ (]) 03207 =

=1-1-0,0404+9-0,3-0,0576 + 7%' -0,09-0,0824

= 0,0404 + 0,1556 + % -0,09-0,0824 = 0,1960 + 36 - 0,09 - 0,0824 =

= 0,1960 + 0,2668 = 0,4628.

b,) La probabilidad pedida es igual a la probabilidadque no haya ningan
aviso rojo:

n=0; p=01; g=1-0,1=009.

P=1-P(9)=1- (3)-0,10 .09°=1—1-1-0,3874 = 0,3874.
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