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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO ejercicios, si resuelve más, se 
corregirán solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, de-
talladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar cualquier tipo de calcula-
dora.  
 
1º) �) Determina los valores reales del parámetro � para los que no tiene inversa la 

matriz � = �1 � + 1 10 2 1�� 00 12    1�00�. 

 �) Calcula razonadamente todos los posibles valores de , �, � para que el producto de 

las matrices � = � 1� ��  � � = �3 11 −1� conmute. 

 
---------- �)  

 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

        |�| = �1 � + 1 10 2 1�� 00 12    1�00� ⇒ ��� → �� − �� ! ⇒ �1 � + 1 10 2 − �� − � 1 − ��� 00 12     1000� = 

 

= −1 · #0 2 − �� − � 1 − �� 0 1� 0 2 # = $�� + � − 2) · %� 1� 2% =  

 = $�� + � − 2) · $2� − �) = � · $�� + � − 2) = 0;  � = 0;  �� + � − 2 = 0;   
 � = ' ±√ *+� = ' ±√,� = ' ±-� ⇒ �� = −2, �- = 1. 

 .� /�012� � 34 2563102�73 ∀� ∈ : − �−2, 0, 1!. 
 
 
 



�)  

 � · � = � 1� �� · �3 11 −1� = �3 + 1  − 13� + � � − ��. 

 

 � · � = �3 11 −1� · � 1� �� = �3 + � 3 + � − � 1 − ��. 

 

 � · � = � · � ⇒ �3 + 1  − 13� + � � − �� = �3 + � 3 + � − � 1 − �� ⇒ � = 1. 

 

 �3 + 1  − 13 + � 1 − �� = �3 + 1 3 + � − 1 1 − �� ⇒  − 1 = 3 + �. 

 
 Haciendo � = ;:  = 4 + ;. 
 =>7?@2ó5:  = 4 + ;, � = 1, � = ;, ∀; ∈ :. 

 
********** 

  



2º) �) Discute el sistema de ecuaciones lineales 
� − �� − � = �       � − �� = �� + 2� − � = 1C en función del pa-

rámetro � ∈ :. 
 �) Resuelve razonadamente el sistema anterior para � = 2, si es posible. 
 

---------- �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 D = E� −� −1� −� 0� 2 −1F y D′ = E� −� −1� −� 0� 2 −1     ��1F. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

       |D| = #� −� −1� −� 0� 2 −1# = �� − 2� − �� − �� = −2� − �� = −�$2 + �) = 0 ⇒  

 ⇒ � = 0, �� = −2. 
 H�1� I� ≠ −2� ≠ 0 K ⇒ :�5L D = :�5L DM = 3 = 5º 25@óL. ⇒ =. �. �. 

 

H�1� � = −2 ⇒ DM = E−2 2 −1−2 2 0−2 2 −1     −2−21 F ⇒ :�5L DM ⇒ ���, �-, �P! ⇒  

 

⇒ #2 −1 −22 0 −22 −1 1 # = 4 + 4 − 4 + 2 = 6 ≠ 0 ⇒ :�5L DM = 3. 

 H�1� � = −2 ⇒ :�5L D = 2, :�5L DM = 3 ⇒ =2403/� 25@>/R�02�73. 
 

H�1� � = 0 ⇒ DM = E0 0 −10 0 00 2 −1     001F ⇒ :�5L DM = 2.  

 H�1� � = 0 ⇒ :�5L D = :�5L DM = 2 < 5º 25@óL. ⇒ =. �. T. 
 �)  

Para � = 2 el sistema resulta 
2 − 2� − � = 2       2 − 2� = 22 + 2� − � = 1C, que es compatible determinado 

y equivalente al sistema:  



 
2 − 2� − � = 2             − � = 12 + 2� − � = 1C, Resolviendo por la regla de Cramer: 

 

  = #� '� '  ' U � ' #
#� '� '  ' U� � ' # = �'�' '��'�'�'� = -P.  � = #� � '   U�  ' #

'P = '�' *�*�'P = −  P. 

 

� = #� '� � '  � �  #
'+ = '�*P'P*P'P*�'+ = 0. 

 =>7?@2ó5:  = -P , � = −  P , � = 0. 

 
********** 

  



3º) Dada la función V$) = ⎩⎨
⎧   -Z'�    42   < 2@>4 $[)  42  2 ≤  ≤ 3  ]$Z'�)-'Z    42   > 3 : 

 �) Determina razonadamente los puntos en los que la función es continua, calcula los 
puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera. 
 �) Calcula razonadamente el siguiente límite: limZ→U Z·bcd *�Z'efg $Z)h. 

---------- �)  
 La función V$) es continua en R, excepto para  = 2 y  = 3, cuya continuidad 
es dudosa y se estudia a continuación. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 H�1�  = 2 ⇒ i limZ→�c V$) = limZ→�c -Z'� = -�c'� = -Uc = −∞                limZ→�k V$) = limZ→� @>4 $[) = @>4 $2[) = 1 = V$2) ⇒ 

 ⇒ limZ→�c V$) ≠ limZ→�k V$) = V$2). 

 V$) 02353 ?5� l24@>5025?2l�l 253620��73 l3 4�70> 25V2520> R�1�  = 2. 

 

 H�1�  = 3 ⇒ m limZ→-c V$) = limZ→- @>4 $[) = @>4 $3[) = −1 = V$3)limZ→-k V$) = limZ→-  ]$Z'�)-'Z = − 1     $∗)                              ⇒ 

 ⇒ limZ→-c V$) = limZ→-k V$) = V$3). 

(*) limZ→-  ]$Z'�)-'Z = ] -'- = UU ⇒ T5l. ⇒ �.′o>R20�7! ⇒ limZ→-  pdch' = ' -'� = −1. 

 .� V?5@2ó5 V$) 34 @>5025?� R�1�  = 3. 

 �)  limZ→U Z·bcd *�Z'efg $Z)h = U·bcq *U'efg U = U·  ' = UU ⇒ T5l. ⇒ �.′o>R20�7! ⇒  

 ⇒ limZ→U  ·bcd'Z·$' )·bcdU*�'�Z·r'gbs $Z)ht = limZ→U bcd*Z·bcd�*�Z·gbs $Z)h = limZ→U bcd·$ *Z)�·$ *gbs Zh) = bcq·$ *U)�·$ *gbs U) =  

 =  · �·$ *U) ⇒ limZ→U Z·bcd *�Z'efg $Z)h =  �. 

********** 



 4º) Sea la función V$) = Zh'�Z* Zh* : 

 �) Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la función V$) 
y clasifícalos. 
 �) Calcula la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a la gráfica 
de la función V$) en el punto de abscisa  = 0. 
 

---------- �)  

 VM$) = $�Z'�)·$Zh* )'$Zh'�Z* )·�Z$Zh* )h = �Zu*�Z'�Zh'�'�Zu*PZh'�Z$Zh* )h = �Zh'�$Zh* )h = 

 = �$Zh' )$Zh* )h. 

 

 VM$) = 0 ⇒ �$Zh' )$Zh* )h = 0;   2$� − 1) = 0;  � − 1 = 0 ⇒  = −1, � = 1. 

 

        VMM$) = PZ·$Zh* )h'�$Zh' )·r�·$Zh* )·�Zt$Zh* )v = PZ·$Zh* )'+Z·$Zh' )$Zh* )u = PZu*PZ'+Zu*+Z$Zh* )u =  

 =  �Z'PZu$Zh* )u = PZ$-'Zh)$Zh* )u .  

 

 VMM$−1) = P·$' )·r-'$' )htr$' )h* tu = 'P·$-' )$ * )u = '++ = −1 < 0 ⇒ Dá. R�1�  = −1. 

 V$−1) = $' )h'�·$' )* $' )h* =  *�*  * = 2 ⇒ Dá. 137�026>: �$−1, 2). 

 

 VMM$1) = P· ·$-' h)$ h* )u = P·$-' )$ * )u = ++ = 1 > 0 ⇒ Dí5. R�1�  = 1. 

 V$1) =  h'�· *  h* =  '�*  * = U� = 0 ⇒ Dí5. 137�026>: y$1, 0). 

 �)  
 La pendiente de la recta tangente a una función en un punto es igual que el valor 
de la primera derivada de la función en ese punto. 
 

 / = VM$0) = �$Uh' )$Uh* )h = '� = −2. 

 

 El punto de tangencia es el siguiente: V$0) = Uh'�·U* Uh* = 1 ⇒ z$0, 1). 

 
 La fórmula de la recta punto-pendiente es � − �U = / · $ − U), que aplicada 
al caso presente es: 



 � − 1 = −2 · $ − 0) = −2 ⇒ :3@0� 0�5L3503: 0 ≡ 2 + � − 1 = 0. 

 
 La pendiente de la recta normal es inversa y de signo contrario que la pendiente 

de la tangente: /M = −  | = −  '� =  �. 

 

 � − 1 =  � · $ − 0);   2� − 2 =  ⇒ :3@0� 5>1/�7: 5 ≡  − 2� + 2 = 0. 

 
********** 

  



5º) �) Calcula razonadamente la siguiente integral: T = } -Z'�Zh'�Z* · l. 

 �) Calcula, justificadamente, el área acotada del recinto limitado por la gráfica de la 
función L$) = −- + 2� + 3 y el eje de abscisas. 

 
---------- �)  

T = } -Z'�Zh'�Z* · l = } -Z'�$Z' )h · l ⇒ ~  − 1 = 03 − 3 = 303 − 2 = 30 + 1l = l0 � ⇒ } -�* �h · l0 =  

 = } �-� +  �h� · l0 = 3 · }  � · l0 + } 0'� · l0 = 3.0 + �cp' + � = 3.0 −  � + �. 

 
 Deshaciendo el cambio de variable:  
 T = } -Z'�Zh'�Z* · l = 3.| − 1| −  Z' + �. 

 �)  
 Los puntos de corte con el eje X de la función L$) = −- + 2� + 3 son los 
siguientes: 
 
 L$) = 0 ⇒ −- + 2� + 3 = 0; −$� − 2 − 3) = 0;   = 0. 
 � − 2 − 3 = 0;    = �±√P* �� = �±√ �� = �±P� = 1 ± 2 ⇒ � = −1, - = 3. 

 
 Los puntos de corte son �$−1, 0), �$0, 0) � y$3, 0). 
 
 Teniendo en cuenta que L$1) = −1 + 2 + 3 = 4 y que 1 ∈ $3, 0), la represen-
tación gráfica, aproximada, de la función es 
la que se indica en la figura adjunta. 
 
 De la observación de la figura se de-
duce la superficie a calcular, que es la si-
guiente: 
 = = } L$)' U · l + } L$)-U · l =  
 = r�$)tU' + r�$)tU- =  
 = �$−1) − �$0) + �$3) − �$0) =  
 = �$−1) + �$3) − 2 · �$0).     (*)  

−1 � � 

� L$) = −- + 2� + 3 

� 2 

y 

4 

3 1 

1 

3 

2 = 



 Teniendo en cuenta el valor de �$), que es el siguiente: 
 

 �$) = }$−- + 2� + 3) · l = − ZvP + �Zu- + -Zh� . 

 

 �$−1) = − $' )vP + �·$' )u- + -·$' )h� = −  P − �- + -�. 

 

 �$3) = − -vP + �·-u- + -·-h� = − + P + 18 + ��� .  �$0) = 0. 

 
 Teniendo en cuenta lo anterior, y sustituyendo en (*), la superficie pedida es:  
 = = �$−1) + �$3) − 2 · �$0) = �−  P − �- + -�� + �− + P + 18 + ��� � − 2 · 0 =  

 = 18 − +�P − �- + -U� = 18 − P � − �- + 15 = 33 − P � − �- =  ,+' �-'P� = � � . 

 = = � �  ?� ≅ 11,83 ?�. 

 
********** 

  



6º) Dados los planos [ ≡ 2 + � + � − 2 = 0 � [� ≡ i = −1 + ; − �� = −; + �       � = −2 + 2;     : �) Calcula razonadamente el ángulo que forman. 
 �) Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto H$3, −3, 2) y 
los puntos de corte del plano [  con los ejes coordenados. 
 

---------- �)  
 Un vector normal del plano [  es 5 ����⃗ = $2, 1, 1). 
 
 Dos vectores directores de [� son ?�⃗ = $1, −1, 2) � 6⃗ = $−1, 1, 0). 
 
 Un vector normal del plano [� es cualquiera que sea linealmente dependiente 
del producto vectorial de dos de sus vectores directores: 
 

 5�M����⃗ = # 2 � �1 −1 2−1 1 0# = −2� + � − � − 22 = −22 − 2� ⇒ 5�����⃗ = $1, 1, 0). 

 
 El ángulo que forman dos planos es el mismo que forman sus dos vectores nor-
males.  
 

Por la definición de producto escalar de dos vectores, siendo � el ángulo que 
forman: 

  5 ����⃗ · 5�����⃗ = |5 ����⃗ | · |5�����⃗ | · cos ɑ ⇒ cos ɑ = sp�����⃗ ·sh�����⃗|sp�����⃗ |·|sh�����⃗ | = $�, , )·$ , ,U)√�h* h* h·√ h* h*Uh = 

 = �* *U√P* * ·√ * *U = -√�·√� = -√ � = 0,8660 ⇒ � = �1@ @>4 0,8660 = 30°.  
 �)  
 Los ejes coordenados determinan las siguientes rectas: 
 

 ��3 � ⇒ 4 ≡ I� = 0� = 0.  ��3 � ⇒ 4� ≡ I = 0� = 0. ��3 � ⇒ 4- ≡ � = 0� = 0. 

 
 Los puntos de corte del plano [ ≡ 2 + � + � − 2 = 0 con los ejes de coorde-
nadas son los puntos de corte del plano con las rectas anteriores: 
 

 Corte con el eje X: 
[ ≡ 2 + � + � − 2 = 0                         4 ≡ I� = 0� = 0C ⇒  = 1 ⇒ �$1, 0, 0). 

 

 Corte con el eje Y: 
[ ≡ 2 + � + � − 2 = 0                         4� ≡ I = 0� = 0C ⇒ � = 2 ⇒ y$0, 2, 0). 



 Corte con el eje Z: 
[ ≡ 2 + � + � − 2 = 0                         4- ≡ � = 0� = 0C ⇒ � = 2 ⇒ �$0, 0, 2). 

 
 Los vectores que determinan el tetraedro son los siguientes: 
 
 �y�����⃗ = ry − �t = r$0, 2, 0) − $1, 0, 0)t = $−1, 2, 0). 
 �������⃗ = r� − �t = r$0, 0, 2) − $1, 0, 0)t = $−1, 0, 2). 

 �H�����⃗ = rH − �t = r$3, −3, 2) − $1, 0, 0)t = $2, −3, 2). 
 
El volumen del tetraedro que determinan tres vectores es el siguiente: 

 

����� =  � · ��y�����⃗ , �������⃗ , �H�����⃗ � =  � · #−1 2 0−1 0 22 −3 2# =  � · $8 − 6 + 4) = 1.  

 ����� = 1 ?-. 

 
********** 

  



7º) Dados el plano [ ≡ i  = −1 + �      � = 1 + ; + ��� = 1 + 2; − �  y la recta 4 ≡ I − 2� = 1 − �� = −3               : 
 �) Calcula razonadamente el valor de los parámetros � � � para que la recta 4 esté 
contenida en el plano [. 
 �) Si � = 0 � � = 3, calcula razonadamente la ecuación en forma implícita de la recta 1 que pasa por el punto H$1, −1, −8) es paralela al plano [ y perpendicular a la recta 4. 

---------- �)  
 Un punto y dos vectores directores del plano [ son los siguientes: �$−1, 1, 1), ?�⃗ = $0, 1, 2) � 6⃗ = $1, �, −1). 

 La expresión general del plano [ es: [ ≡ # + 1 � − 1 � − 10 1 21 � −1 # = 0; 
 −$ + 1) + 2$� − 1) − $� − 1) − 2�$ + 1) = 0;  
 − − 1 + 2� − 2 − � + 1 − 2� − 2� = 0 ⇒ [ ≡ $2� + 1) − 2� + � + 2 = 0. 
 

 La recta 4 y el plano π determinan el sistema:  
                     − 2� = 1 − �                                   � = −3$2� + 1) − 2� + � = −2C. 

 
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 D = E 1 −2 00 0 12� + 1 −2 1F y DM = E 1 −2 00 0 12� + 1 −2 1    1 − �−3−2 F. 

 
 Según sean los rangos de D � DM pueden presentarse los siguientes casos: 
 
1. --  Rango M = Rango M’ = 2  ⇛ La recta está contenida en el plano. 
 
2. --  Rango M =2, Rango M’ = 3  ⇛ La recta es paralela al plano. 
 
3. --  Rango M = Rango M’ = 3  ⇛ La recta es secante al plano. 
 
 Para que :�5L D = 2 tiene que ser |D| = 0: 
 

        |D| = 0 ⇒ # 1 −2 00 0 12� + 1 −2 1# = 0; −2$2� + 1) + 2 = 0; −$2� + 1) + 1 = 0;  
 −2� − 1 + 1 = 0 ⇒ :�5L D = 2 ⇒ � = 0. 



 Para � = 0 ⇒ DM = E1 −2 00 0 11 −2 1    1 − �−3−2 F ⇒ :�5L D = 2: 
 

E1 −2 00 0 11 −2 1    1 − �−3−2 F ⇒ ��- → �- − � ! ⇒ E1 −2 00 0 10 0 1    1 − �−3� − 3F ⇒  

 

⇒ ��- → �- − ��! ⇒ E1 −2 00 0 10 0 0    1 − �−3� F ⇒ � = 0.  

 .� 13@0� 4 340á @>50252l� 35 37 R7�5> [ R�1� � = � = 0. 

  �)  

Para � = 0 � � = 3 es [ ≡ i = −1 + �      � = 1 + ;         � = 1 + 2; − � y 4 ≡ I − 2� = −2� = −3           . 
 
Dos vectores directores de [ son ?�⃗ = $0, 1, 2) � 6⃗ = $1, 0, −1). 

 
 Un vector normal del plano [ es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de dos de sus vectores directores: 
 

 5�⃗ = #2 � �0 1 21 0 −1# = −2 + 2� − � ⇒ 5�⃗ = $1, −2, 1). 

La expresión de 4 por unas ecuaciones paramétricas es 4 ≡ i = −2 + 2;� = ;             � = −3           . 
Un vector director de 4 es 6g���⃗ = $2, 1, 0). 
 
El vector director de 1 tiene que ser perpendicular a los vectores 5�⃗  � 6g���⃗ , por lo 

cual, tiene que ser linealmente dependiente de su producto vectorial: 
 

6����⃗ = 5�⃗ × 6g���⃗ = #2 � �1 −2 12 1 0# = 2� + � + 4� − 2 ⇒ 6����⃗ = $−1, 2, 5). 

 

1 ≡ i = 1 − �      � = −1 + 2�� = −8 + 5�  ⇒ 1 ≡ Z' ' = ¡* � = ¢*+£ ;   1 ≡ I2 − 2 = −� − 15 − 5 = −� − 8. 

 1 ≡ I2 + � − 1 = 05 + � + 3 = 0. 

 
********** 



8º) �) En un servicio de emergencias el 60 % de los avisos que se reciben se clasifican 
con el código amarillo, el 30 % con el naranja y el 10 % con el rojo. Se sabe que el 
porcentaje de avisos recibidos que son falsas alarmas es 3 % en el caso de código ama-
rillo, 2 % en el naranja y 1 % en el rojo. Si se recibe un aviso: 
 
 � ) ¿Qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma? 
 
 ��) Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ¿qué probabilidad 
hay de que haya sido un aviso código rojo o naranja? 
 �) Si en una centralita se reciben 9 avisos: 
 � ) ¿Qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 o menos avisos naranjas? 
 
 ��) ¿Qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas? 
 

---------- �)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 � ) ¿Qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma? 
 H = H$�) = H$� ∩ �) + H$¥ ∩ �) + H$: ∩ �) =  
 = H$�) · H$�/�) + H$¥) · H$�/¥) + H$:) · H$�/:) =  
 = 0,6 · 0,03 + 0,3 · 0,02 + 0,1 · 0,01 = 0,018 + 0,06 + 0,001 = 0,025. 
 

 ��)  H = 1 − H§�/�¨ = 1 − �§�∩©¨�§©¨ = 1 − �$�)·�§©/�¨ '�$©) = 1 − U,�·U,,� 'U,U�£ =    

 = 1 − U,£+� U,,�£ = 1 − 0,5969 = 0,4031. 

 �)  
 Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 
 
 5 = 9;   R = 0,3;   « = 1 − 0,3 = 0,7. 

→ R = 0,6 · 0,03 = 0,018 

0,03 

0,97 

0,98 

0,02 

0,01 0,99 

0,6 

0,3 

0,1 :>�> 

¥�1�5�� 

�/�1277> 

� 

� 

� 

� 

� 

� 

→ R = 0,6 · 0,97 = 0,582 

→ R = 0,3 · 0,02 = 0,006 

→ R = 0,3 · 0,98 = 0,294 

→ R = 0,1 · 0,01 = 0,001 

→ R = 0,1 · 0,99 = 0,099 



� )  H = H$0) + H$1) + H$2) = 
 = �90� · 0,3U · 0,7, + �91� · 0,3 · 0,7+ + �92� · 0,3� · 0,7� =  

 = 1 · 1 · 0,0404 + 9 · 0,3 · 0,0576 + ,!�!·�! · 0,09 · 0,0824 =  

 = 0,0404 + 0,1556 + ,·+� · 0,09 · 0,0824 = 0,1960 + 36 · 0,09 · 0,0824 =  

 = 0,1960 + 0,2668 = 0,4628. 
 

 ��)  La probabilidad pedida es igual a la probabilidad de que no haya ningún 
aviso rojo: 
 
 5 = 0;   R = 0,1;   « = 1 − 0,1 = 0,9. 
  H = 1 − H$9) = 1 − �90� · 0,1U · 0,9, = 1 − 1 · 1 · 0,3874 = 0,3874. 

 
********** 

 


